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DLOUHÁ PAM  A JEJÍ VÝVOJ VE VÝNOSECH BURZOVNÍHO 
INDEXU PX V LETECH 1997�–2009

Ladislav Kri�štoufek, IES FSV Univerzity Karlovy v Praze a ÚTIA Akademie v d R* 

Úvod

Procesy s dlouhou pam tí jsou sou ástí mladého oboru mezi statistickou fyzikou, 
ekonometrií a ekonomií �– ekonofyzikou. Tato disciplína aplikuje metody pou�žívané 
v p írodních v dách na ekonomické a  nan ní systémy. Samotné procesy s dlouhou 
pam tí1 spojené s odhadem Hurstova exponentu prod laly b hem posledních let 
dramatický vývoj jak v teorii, tak i v metodách a aplikacích. Základním principem 
daného p ístupu je popsat celý systém jedinou hodnotou, která v sob  zahrnuje zárove  
komplexitu a jednoduchost. Tímto íslem je ji�ž zmín ný Hurst v exponent. Pomocí 
jeho hodnoty m �žeme posoudit, zda je zkoumaná ada predikovatelná i náhodná. 
Problematika predikovatelnosti burzovních výnos  je velice podstatnou sou ástí 
 nan ní analýzy p i sestavování investi ních portfolií a p i kontrukci investi ních 
fond  (Janda a Svárovská, 2009, 2010). P ítomnost dlouhé pam ti má navíc d le�žitý 
vliv na oce ování opcí a management rizik.

eský burzovní index PX, kterým se zabývá analytická ást tohoto lánku, 
analyzoval ji�ž Janda (1994). Náhodností a efektivitou indexu, spole n  se srovnáním 
s ostatními st edoevropskými indexy, se zabývali Hájek (2007) a Divi�š a Teplý (2005) 
a poukázali na zlep�šující se efektivitu v ase. R zné testy efektivity, ve kterých zahrnul 
i test na p ítomnost dlouhé pam ti, aplikoval na index PX i jednotlivé akcie Tran (2007) 
a pro samotný index pomocí v t�šiny test  náhodnou procházku zamítl, av�šak pro 
jednotlivé akcie nebyly výsledky jednozna né. Tran (2005) také analyzoval dlouhou 
pam  ve výnosech eského indexu PX mezi roky 1993 a 2004 a na�šel signi kantní 
persistenci. Podobn  Cajueiro a Tabak (2006) zkoumali dlouhou pam t ve výnosech 
transitivních ekonomik a pro PX mezi roky 1994 a 2004 ji na�šli. P ítomnost signi -
kantní dlouhé pam ti navíc poukazuje na komplexní dynamiku v samotném zkouma-
ném procesu. Nelineárními komplexními systémy (konkrétn  neuronovými sít mi) 
na akciových trzích st ední Evropy se zabýval Baruník (2008) a ukázal, �že tyto systémy 
lépe popisují chování daných trh .

Tento lánek prezentuje dv  asto pou�žívané metody pro odhad Hurstova 
exponentu �– metodu p e�škálovaných rozsah  a periodogramovou metodu. Jeliko�ž je 
v�šak v t�šina metod vychýlená p i p ítomnosti procesu s krátkou pam tí, jako nap íklad 
ARMA procesy, pou�žijeme dále i metodu promíchání s pohyblivými bloky, pomocí 

1 Názvosloví k danému tématu je tém  výhradn  anglické. Tato práce se pokou�ší zavést eské 
ekvivalenty k daným pojm m. P vodní ozna ení je v�ždy uvedeno v poznámce pod arou pro lep�ší 
orientaci v cizojazy né odborné literatu e.

* lánek vznikl za podpory grantu GA R 402/09/H045 a grantu M�ŠMT 0021620841. 
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které sestavíme kon den ní intervaly pro testování hypotézy o nep ítomnosti procesu 
s dlouhou pam tí ve zkoumané ad . Daná metoda je navíc odolná v i odli�šným 
rozd lením, heteroskedasticit  i trendování, jejich�ž vliv je ve v t�šin  aplikované 
literatury opomíjen. Sekce 1 obsahuje základní de nice sebepodobnosti a dlouhé 
pam ti v asových adách. Sekce 2 se zam uje na detailní popis ji�ž zmín ných metod 
pro odhad Hurstova exponentu. V Sekci 3 popisujeme metodu promíchávání s pohyb-
livými bloky spole n  s volbou d le�žitých parametr  jak pro metody odhadu Hurstova 
exponentu, tak pro zmín nou metodu promíchávání. Nakonec v Sekci 4 aplikujeme 
dané metody na ur ení asov  závislého Hurstova exponentu na výnosy indexu PX 
mezi roky 1997 a 2009. Docházíme k záv ru, �že PX byl mezi roky 1998 a 2003 signi-
 kantn  predikovatelný, av�šak tato p edvídatelnost se v ase sni�žovala. Navíc prezen-
tujeme i d le�žité poznatky ohledn  dvou pou�žitých metod a potenciální krátké pam ti 
v procesu. lánek uzavírá shrnutí.

1. Sebepodobnost a dlouhá pam  v asových adách

Základní my�šlenkou sebepodobnosti2 jsou stejné, i alespo  podobné, statistické 
vlastnosti procesu v jakémkoliv m ítku po vhodném p e�škálovaní3 (nejjednodu�š�ším 
zp sobem je standardizace). Standardizované denní výnosy za dané asové období, 
pokud jsou sebepodobné, pak mají podobné statistické vlastnosti jako týdenní i 
m sí ní výnosy po standardizaci za stejné asové období. Nejjednodu�šeji lze de novat 
sebepodobnost na základ  rozd lení (Samorodnitsky, 2006). Proces je pak sebepo-
dobný, pokud platí, �že X (at) aH X(t), kde a je kladná konstanta a H je parametr 
sebepodobnosti, pro který platí 0 < H < 1.

Parametr sebepodobnosti H se nazývá také Hurst v exponent po vodním in�žený-
rovi Haroldu Edwinu Hurstovi (Hurst, 1951). Ozna ení H pak dal exponentu Benoît 
Mandelbrot (Mandelbrot, van Ness, 1968), který výrazn  p isp l k rozvoji teorie 
sebepodobnosti a dlouhé pam ti v jejích po áte ních letech (nap . Mandelbrot, Wallis, 
1969; Mandelbrot, 1970; a Mandelbrot, 1972).

D le�žit j�ší implikace sebepodobnosti pro asové ady vyplývají nikoliv z distri-
bucí, ale z dynamických vlastností ad, které mohou být jednodu�še popsány autokore-
la ní funkcí (Eichner et al., 2007)
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kde Xt je náhodná prom nná, T je délka asové ady, k je po et zvolených zpo�žd ní, 
 je st ední hodnota, tedy pr m r, a  je kone ná sm rodatná odchylka. Dále de nujme 

spektrální hustotu f( ) p es spektrální distribu ní funkci F( ), pro kterou platí

( ) ( ).ikk e dF     (2)

2 Ozna ení v zahrani ní literatu e jsou �„self-similarity�“ i �„self-af nity�“, které sice nejsou de ni n  
stejné, av�šak z hlediska analýzy asových ad jsou rozdíly zanedbatelné.

3 Ozna ení �škála a re�škálování i p e�škálování v tomto textu je ekvivalentní s anglickými výrazy 
�„scale�“ a �„rescaling�“.
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Procesy s dlouhou pam tí pak de nujeme v asové a frekven ní domén  postupn  
podle následujících limitních p edpis :
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Kritickou hodnotou Hurstova exponentu je 0,5, která implikuje dva mo�žné procesy 
�– nezávislý proces i proces s krátkou pam tí (Beran, 1994; a Lillo, Farmer, 2004). 
Nezávislý proces má nulovou autokorelaci pro v�šechna zpo�žd ní. Proces s krátkou 
pam tí má nenulové korelace pro nízká zpo�žd ní, av�šak nulové korelace pro vysoká 
zpo�žd ní.

Proces s Hurstovým exponentem vy�š�ším ne�ž 0,5 má kladné korelace pro v�šechna 
zpo�žd ní a je pak nazýván jako persistentní proces4 (Mandebrot, van Ness, 1968). 
Korelace takového procesu klesají hyperbolicky a jejich suma je nekone ná (Beran, 
1994). Na druhou stranu, pro Hurst v exponent ni�ž�ší ne�ž 0,5 má proces záporné 
korelace pro v�šechna zpo�žd ní a je nazýván anti-persistentní5 (Mandelbrot, van Ness, 
1968). Proces má op t hyperbolicky klesající korelace, jejich�ž suma je v�šak kone ná 
(Embrechts, Maejima, 2002). Persistentní proces pak implikuje, �že kladná hodnota je 
statisticky ast ji následovaná kladnou hodnotou i naopak (v ad  pozorujeme mén  
bod  zvratu ne�ž u náhodného procesu). Naproti tomu, anti-persistentní proces impli-
kuje, �že kladná hodnota je statisticky ast ji následovaná zápornou hodnotou a naopak 
(Vandewalle, Ausloos, Boveroux, 1997). Pokra ujeme metodami pro odhad Hurstova 
exponentu.

2. Metody pro odhad Hurstova exponentu

V této sekci se zam íme na podrobný popis dvou metod pro odhadnutí Hurstova 
exponentu �– metodu p e�škálovaného rozsahu z asové domény a periodogramovou 
metodu z frekven ní domény.6 P i popisu metody p e�škálovaného rozsahu se zam íme 
i na metodu modi kovaného p e�škálovaného rozsahu,7 která se sna�ží odstranit dv  
slabiny nemodi kované metody, a to pou�žití pro heteroskedastické ady a procesy 
s krátkou pam tí.

2.1 Metoda p e�škálovaného rozsahu a modi kovaného p e�škálovaného 
rozsahu

4 V zahrani ní literatu e jsou názvy pro persistentní proces velmi r znorodé �– �“long-range dependent�” 
(Beran, 1994), �“long-memory process�” (Lillo, Farmer, 2004), �“persistent process�” (Mandelbrot, van 
Ness, 1968) a �“black noise�” (Peters, 1994).

5 Podobn  jako pro persistentní proces existuje v zahrani ní literatu e v t�ší mno�žství ekvivalentních 
ozna ení �– �“short-range dependence�” (Beran, 1994), �“anti-persistent�” (Mandelbrot, van Ness, 1968), 
�“intermediate memory process�” (Barkoulas, Baum, Travlos, 2000) a �“pink noise�” (Peters, 1994).

6 P vodní ozna ení pro metody je �„rescaled range analysis�“ a �„periodogram�“.
7 Metoda je v zahrani ní literatu e ozna ována jako �„modi ed rescaled range analysis�“.
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Metoda p e�škálovaného rozsahu (R/S) je nejstar�ší metodou ur ení Hurstova exponentu, 
byla vyvinuta H. E. Hurstem (Hurst, 1951) a na  nan ní ady byla metoda poprvé 
pou�žita v 70. letech 20. století (Mandelbrot, 1970).

Postup pro ur ení Hurstova exponentu danou metodou m �žeme rozd lit do deseti 
krok  (Peters, 1994; a Samorodnitsky, 2007):  
Krok 1: P evedeme p vodní adu hodnot (P0, P1,�…, PT) na adu logaritmických (spo-

jitých) výnos  (r1, r2,�…, rT), kde

     ri = log Pi �– log Pi�–1   pro i = 1, 2, ..., T.   (5)

Krok 2:  Rozd líme asovou adu o délce T na N sousedících období o délce , zatímco 
N *  = T. Ka�ždé období je pak ozna eno jako In pro n = 1, 2, �…, N.  Navíc 
ozna íme prvky v období In jako  rk,n   pro k = 1, 2, �…, .

Krok 3: Pro ka�ždé období In  ur íme pr m rný výnos jako

 ,
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Krok 4: Sestrojíme novou adu akumulovaných odchylek od aritmetického pr m ru 
(pro l ady) pro ka�ždé období jako
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Krok 5: Spo teme rozsah de novaný jako rozdíl maxima a minima pro lu pro ka�ždé 
období, tedy
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R  =  max(Xk,n) �– min(Xk,n).    (8)

Krok 6: Ur íme výb rovou sm rodatnou odchylku výnos  jako
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Krok 7: Ka�ždý rozsah je standardizován související sm rodatnou odchylkou a tvo í tak 
p e�škálovaný rozsah jako
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Krok 8: Zopakujeme celý postup pro ka�ždé období o délce  a získáme pr m rný 
p e�škálovaný rozsah jako
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Krok 9: Délka  je zvý�šena a celý proces se zopakuje. Konkrétní délky se v literatu e 
li�ší. Zde volíme metodu, která vychází z teorie multiplikativních kaskád, které 
souvisí s adami s dlouhou pam tí (Lux, 2007), a pou�žijeme délky �škál jako 
p irozené mocniny ísla 2 (Weron, 2002).

Krok 10: Získáme pr m rné p e�škálované rozsahy (R/S)  pro dané délky . 
P e�škálované rozsahy pak spl ují vztah
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 (R/S)     c * H,     (12)

kde c je kone ná konstanta nezávislá na  a H je Hurst v exponent (Taqqu, Teverovsky, 
Willinger, 1995).

Metodou nejmen�ších tverc  ve dvojit  logaritmickém m ítku odhadneme 
Hurst v exponent ze vztahu

 log(R/S)     log c + H log .     (13)

R/S analýza je známá a u�žívaná po dlouhou dobu, za kterou byla podrobena testo-
vání a kritice. Ta se na metodu sná�ší kv li problém m s heteroskedastickými daty (Di 
Matteo, 2007) a procesy s krátkou pam tí jako ARMA a GARCH (Lo, MacKinlay, 
1999; a Al  et al., 2008). Heteroskedasticita je problémem kv li u�žití výb rové sm ro-
datné odchylky (rovnice 9) a spole n  s  ltrací pouze konstantního trendu ve výnosech 
(rovnice 7) tak celou metodu oslabuje oproti nestacionaritám v procesu. Stacionarita 
se dá v�šak dob e testovat (nap . ADF a KPSS test) a v jejím p ípad  se p istupuje 
k metodám, které jsou pro nestacionární ady vyvinuty. Pro procesy s mo�žnou krátkou 
pam tí byla R/S analýza upravena (Lo, 1991) a vyu�žívá se jako metoda modi kova-
ných p e�škálovaných rozsah  (M-R/S), na kterou se podrobn jí zam íme.

Zásadním rozdílem M-R/S oproti R/S je u�žití upravené výb rové sm rodatné 
odchylky. Takto je metoda mén  citlivá oproti krátké pam ti i heteroskedasticit . Nová 
rovnice pro upravenou výb rovou sm rodatnou odchylku je pak de nována pomocí 
autokovariance  pro ka�ždou periodu I n a�ž do zpo�žd ní  jako

2

1
2 1

1n n

M
I I j

j

jS S .    (14)

R/S se tak stává speciálním p ípadem M-R/S p i  = 0 (Dülger, Ozdemir, 2005). 
Nejd le�žit j�ším krokem modi kované metody se stává ur ení po tu zpo�žd ní, která se 
pou�žijí pro ur ení upravené sm rodatné odchylky (Wang et al., 2006). Pokud je po et 
zpo�žd ní p íli�š nízký, signi nantní závislost ve vzdálen j�ších zpo�žd ních m �že být 
vynechána, a tudí�ž je odhadnutý Hurst v exponent stále vychýlený krátkou pam tí. 
Na druhou stranu, pokud zvolíme p íli�š vysoké zpo�žd ní, je odhad op t zkreslený 
(Teverovsky, Taqqu, Willinger, 1999).

Velká ást autor  ne e�ší volbu optimálního zpo�žd ní a pouze odhadne Hurst v 
exponent i V statistiku, kterou nade nujeme pozd ji, pro r zná zpo�žd ní. Výsledky 
jsou pak interpretovány na základ  srovnání daných odhad  (Zhuang, Gree, Maggioni, 
2000; a Alptekin, 2006). Existují i metody pro automatické ur ení optimálního 
zpozd ní. Lo (1991) ur uje zpo�žd ní podle délky periody a autokorelace prvního ádu  
jako �ˆ(1)

21
33*

2

�ˆ3 2 (1)
�ˆ2 1 ( (1)) .    (15)

Poznamenejme, �že optimální zpo�žd ní se ur uje pro ka�ždou jednotlivou periodu 
v procedu e odhadu Hurstova exponentu. P i metod  M-R/S se vyu�žívá V statistika, 
která je pou�žívaná pro testování stability Hurstova exponentu (Hurst, 1951), pro signi-
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 kantní dlouhou pam  pro konkrétní �škálu (Lo, 1991) a rozpoznávání cykl  v asové 
ad  (McKenzie, 2002). Tato statistika je de novaná jako

( / )R S
V .   (16)

Je z ejmé, �že pro nezávislý proces je V statistika konstantní pro m nící se �škály. 
Pro persistentní proces je statistika rostoucí a pro anti-persistentní proces nakonec 
klesající. Pokud tedy V statistika m ní své chování, lze mluvit o p echodu v chování 
Hurstova exponentu. Jako dal�ší metody pro odhalení zm n v chování lze pou�žít bodové 
derivace8 Hurstova exponentu (Bashan et al., 2008). Tyto derivace jsou nade novány 
jako sklony mezi jednotlivými p m rnými p e�škálovanými rozsahy. 

2.2 Periodogramová metoda

Periodogramová metoda je zalo�žena na vlastnostech spektrální hustoty f(w) v nejni�ž-
�ších frekvencích w 0. Jeliko�ž je spektrální hustota inversní Fourierovskou transfor-
mací autokorela ní funkce, m �žeme f(w) odhadnout pomocí inversní Fourierovské 
transformace autokorela ní funkce, která je známá jako periodogram IL(w), kde T 
je délka asové ady a w je frekvence (Geweke, Porter-Hudak, 1983; Weron, 2001). 
Periodogram je pak nade nován jako

2
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1( ) k
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T t
t

I k x e
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,    (17)

kde  k = k/T        k = 1, ..., T/2 . Pro periodogram blízko po átku, tedy pro w 0, platí

IT( k) = cf| k|1�–2 H.    (18)

Podobn  jako u metody R/S odhadneme Hurst v exponent H metodou nejmen�ších 
tverc  aplikovanou na zlogaritmovanou rovnici 18, kde tedy získáme

 logIT( k) = log cf + (1�–2H)log| k|.    (19)

3. Nastavení parametr  a testování hypotéz

V této sekci se zam íme na nastavení parametr  pro periodogramovou metodu 
a metodu p e�škálovaných rozsah . Zárove  zavedeme metodu promíchávání s pohyb-
livými bloky, pomocí které budeme konstruovat kon den ní intervaly pro testování 
hypotézy o nep ítomnosti procesu s dlouhou pam tí.

3.1  Promíchávání s pohyblivými bloky

Jeliko�ž je v t�šina metod pro odhad Hurstova exponentu H vychýlená p ítomností 
procesu s krátkou pam tí, je t eba tuto mo�žnost zahrnout do testování základní 
hypotézy o nep ítomnosti dlouhé pam ti v testované asové ad . Pro tento p ípad 

8  P vodní ozna ení v zahrani ní literatu e je �„point to point derivatives�“.
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pou�žijeme metodu promíchávání s pohyblivými bloky (MBB).9 Metoda je zalo�žena 
na následujích krocích.
Krok 1: P vodní asovou adu výnos  r1,...,rT p e ltrujeme autoregresivním procesem 

prvního ádu AR(1) a získáme rezidua e1,...,eT.

Krok 2: Rezidua vycentrujeme okolo pr m rné hodnoty a získáme centrovaná rezidua 
ei,c , pro která platí , 1

/T
i c i ii

T .

Krok 3: adu centrovaných reziduí rozd líme na m blok  o délce  tak, �že platí 
m  = T.

Krok 4: Bloky centrovaných reziduí náhodn  promícháme.
Krok 5: Z promíchaných centrovaných reziduí sestavíme procesem pou�žitým v Kroku 1 

novou adu.
Krok 6: Na nové ad  odhadneme Hurst v exponent a opakujeme B-krát. Pomocí B 

odhad  sestavíme kon den ní intervaly pro testování hypotézy o nep ítomnosti 
procesu s dlouhou pam tí.

Základní my�šlenkou metody MBB je p etrhání dlouhodobých vazeb v asové ad  
a ponechání krátkodobých vazeb spole n  s distribucí, potenciální heteroskedastici-
tou a trendováním (Efron, 1979; Srinivas, Srinivasan, 2000). Pokud je ná�š odhad pro 
p vodní adu výrazn  odli�šný od odhad  zalo�žených na MBB, m �žeme zamítnout 
hypotézu o nep ítomnosti procesu s dlouhou pam tí v p vodní asové ad . 

Obrázek 1 
Vývoj hodnot indexu PX

9  Metoda je ozna ována jako �“moving block bootstrap�”.
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3.2 Parametry metod

V analýze pou�žijeme asov  závislý Hurst v exponent (Grech, Mazur, 2004) s kon -
den ními intervaly zalo�ženými na metod  MBB. Jeliko�ž pou�žití MBB zajistí robust-
nost na�šich odhad  v i krátké pam ti v rámci kon den ních interval , pou�žijeme 
pouze R/S a periodogramovou metodu. Efektivita uvedených metod je závislá na volb  
d le�žitých parametr .

Pro R/S je d le�žitá volba nejni�ž�ší a nejvy�š�ší �škály . Jeliko�ž metoda pou�žívá sm ro-
datnou odchylku, m �že být p i malém po tu pozorování její odhad vychýlen. Volíme 
nejni�ž�ší �škálu umin rovnu 16 pozorováním na základ  doporu ení ostatních autor . 
Stejný asový interval pou�žijeme i jako krok v asov  závislém Hurstov  exponentu, 
abychom dostali srovnatelné výsledky. Jakákoliv volba min toti�ž do asov  závislého H 
zaná�ší autokorelaci. Dále v metod  ur ujeme pr m rný p e�škálovný rozsah. P i malém 
po tu t chto statistik m �že jedno odlehlé pozorování celkový odhad výrazn  ovlivnit. 
Op t podle doporu ení ostatních autor  volíme nejvy�š�ší pou�žitou �škálu max jako jednu 
trvtinu celkové délky asové ady (Peters, 1994; Grech, Mazur, 2004; Matos et al., 

2008; Alvarez-Ramirez, Rodriguez, Echeverria, 2005; a Einstein, Wu, Gil, 2001).

Obrázek 2 
Logaritmické výnosy indexu PX

Periodogramová metoda má pouze jeden d le�žitý parametr, který m �žeme zvolit, 
a to jak aproximujeme výraz w 0. Taqqu, Teverovsky a Willinger (1995) doporu ují 
pou�žít 10% nejni�ž�ších frekvencí. Tohoto doporu ení se dr�žíme i v na�ší analýze.

Posledními parametry, které je t eba nade novat, jsou pro metodu MBB. Velikost 
bloku  volíme jako min/2, ím�ž se vyhneme potenciálním problém m pro p ípad, �že 
nejni�ž�ší pou�žitá �škála je rovna velikosti bloku, ím�ž by pr m rná R/S statistika z sta-
vala stejná pro nejni�ž�ší �škálu. Nakonec pro konstrukci kon den ních interval  pou�ži-
jeme 100 odhad  pomocí MBB. Pro R/S i periodogramovou metodu volíme délku 
asové ady jako 512 a 1024 pro mo�žné srovnání výsledk . 
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Obrázek 3 
QQ-plot výnos  PX

4. Data a výsledky

Zkoumáme p ítomnost procesu s dlouhou pam tí ve vývoji logaritmických výnos  
indexu Burzy cenných papír  Praha v eské republice �– tedy burzovního indexu PX 
�– v období od 1. 7. 1997 do 30. 6. 2009 (2984 pozorování).10 Analýza burzovních 
index  je d le�žitá pro mo�žnou konstrukci portfolií, které kopírují samotný index 
jako�žto dostate n  diverzi kovaný ko�š aktiv. Navíc index poskytuje d le�žité infor-
mace o chování celého trhu a vysp lost akciových trh  je asto analyzována práv  
na základ  srovnání burzovních index  (Di Matteo, 2007).

Index PX byl v letech 2008 a 2009 výrazn  zasa�žen  nan ní krizí, co�ž se proje-
vilo ve zvý�šené volatilit , a tedy i mo�žné nestacionarit  (obrázek 1 a 2). Stacionarita 
v�šak není poru�šena podle KPSS testu (Kwiatkowski et al., 1992) p i hodnot  0,2240, 
p i em�ž kritická hodnota pro 5% hladinu významnosti je 0,463. P i nulové hypotéze 
stacionarity tedy hypotézu nezamítáme. Zam me se nyní na deskriptivní statistiky 
ady výnos  �– pr m rný výnos 0,0002, sm rodatná odchylka 0,01535, �šikmost -0,4871 

a nadm rná �špi atost 12,2788. Výnosy tedy nejsou normáln  rozd lené ji�ž na základ  
hodnot �šikmosti a �špi atosti, tato domn nka je navíc podpo ena Jarque-Bera testem 
(Jarque, Bera, 1981) p i hodnot  18863 a p-value velmi blízko hodnot  0. Tento výsle-
dek byl v�šak o ekáván, jeliko�ž bylo ukázáno, �že v t�šina výnos  akciových index  
není normáln  rozd leno, má t �žké chvosty a je negativn  se�šikmená (Cont, 2001). 
Pro ilustraci uvádíme i QQ-plot a histogram výnos , které potvrzují d ív j�ší záv ry 

10 Odhady Hurstova exponentu jsou zalo�ženy na vlastním programu autora v prost edí TSP 5.0. Grafy 
a obrázky jsou sestrojeny v R 2.9.2 a MS Of ce Excel 2007.
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(obrázek 3 a 4). Tyto vlastnosti pouze podtrhují nutnost pou�žití metody MBB, která je 
odolná v i r zným rozd lením. Zam me se nyní na ur ení Hurstova exponentu pro 
zkoumanou asovou adu.  

Obrázek 4 
Histogram výnos  PX

Za neme výsledky odhadu asov  závislého Hurstova exponentu podle perio-
dogramu, které jsou zalo�ženy na 512 (obrázek 5) a 1024 pozorováních (obrázek 6). 
Vidíme, �že ve v t�šin  p ípad  je Hurst v exponent vy�š�ší ne�ž teoretická hodnota, která 
zna í nezávislý proces �– tedy 0,5. Na základ  tohoto tvrzení v�šak nem �žeme vyslovit 
zásadní záv ry, jeliko�ž 2,5% a 97,5% kon den ní intervaly zalo�žené na MBB jsou 
výrazn  �široké. Tyto kon den ní intervaly se pohybují tém  konstant  okolo 0,2 pro 
dolní a 0,7 pro horní kon den ní interval. Nicmén  nepozorujeme výrazné trendové 
i podobné výkyvy pro kon den ní intervaly pro ob  délky, a tedy m �žeme tvrdit, �že 

periodogramová metoda je odolná v i zm nám v rozd lení, i trendech a zm nách 
v krátké pam ti. Na druhou stranu jsou pro ob  délky kon den ní intervaly velmi 
�široké a pro 512 pozorování pak tém r stabiln  pokrývají p es polovinu celého inter-
valu oboru hodnot H, tedy mezi 0 a 1. Pro 1024 pozorování se situace mírn  zlep�šuje �– 
horní kon den ní interval z stává blízko hodnoty 0,7, av�šak dolní kon den ní interval 
se p iblí�žil hodnot  0,3, a tedy celkov  se kon den ní interval zú�žil. Nicmén  tento 
výsledek zna í relativn  nízkou pou�žitelnost periodogramové metody, proto�že je t eba 
tém  extrémních hodnot Hurstova exponentu, abychom mohli zamítnout nulovou 
hypotézu o nep ítomnosti dlouhé pam ti v testované asové ad .
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Obrázek 5 
asov  závislý Hurt v exponent (periodogram, 512 pozorování)

I p es �široké kon den ní intervaly existují období, pro které m �žeme nep ítom-
nost procesu s dlouhou pam tí zamítnout, a to od dubna 2000 do dubna 2002, tedy dva 
roky. Po tyto dva roky byl trh více p edvídatelný, co�ž je mo�žné interpretovat jako mén  
efektivní. Tato predikovatelnost v�šak po t chto dvou letech zmizela a index PX se a�ž 
na krátká období nedal úsp �šn  predikovat. Je v�šak t eba poznamenat, �že hodnoty 
Hurstova exponentu z staly blízko hornímu kon den nímu intervalu. Situace je trochu 
odli�šná pro situaci, kdy bylo pro odhad Hurstova exponentu pou�žito 1024 pozorování. 
Pro tento p ípad je období, kdy byl trh signi kantn  persistentní, výrazn  krat�ší a navíc 
asov  pozd ji �– od ervence do prosince 2003. Tento výsledek napovídá, �že struktura 

trhu se m nila, a tedy pravidelné vzory, které bylo mo�žné sledovat p i 512 pozoro-
vání, ji�ž nebyly tak výrazné pro del�ší období. Nicmén  tyto vzorce hlavn  v pr b hu 
roku 2002 byly silné a projevily se i v odhadu Hurstova exponentu pro del�ší období. 
Výsledky je v�šak nutné porovnat s odhady podle metody p e�škálovaných rozsah .

Odhady asov  závislého Hurstova exponentu podle R/S spole n  s 2,5% a 97,5% 
kon den ními intervaly jsou ukázány na obrázku 7 a 8 pro 512 a 1024 pozorování 
v daném po adí. Pro p ípad 512 pozorování sledujeme oproti metod  periodogramu 
dva zásadní rozdíly �– kon den ní intervaly jsou výrazn  u�ž�ší, ale nechovají se 
konstantn  v ase. 
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Obrázek 6 
asov  závislý Hurst v exponent (periodogram, 1024 pozorování)

Dolní kon den ní interval ve v t�šin  p ípad  p esahuje hodnotu 0,5, a tedy i pro 
promíchanou asovou adu bychom pouhým srovnáním odhadu s kritickou hodnotou 
pova�žovali výraznou ást asových ad za persistentní. Pro p ípad, kdy odhadujeme 
Hurst v exponent p es 1024 pozorování, je situace výrazn  dramati t j�ší, jeliko�ž dolní 
kon den ní interval je tém  ve v�šech p ípadech nad kritickou hodnotou 0,5. Tato 
pozorování pouze podtrhují nutnost pou�žití kon den ních interval  podle metody 
MBB, která zanechává v ad  v t�šinu statistických vlastností jako krátkou pam , 
heteroskedasticitu, trendovost, i rozd lení s t �žkými chvosty a nenulovou �šikmostí, 
ale p etrhává dlouhodobé korelace a vzory, tedy dlouhou pam .

Pro 512 pozorování navíc pro R/S pozorujeme m nící se chování kon den ních 
interval  v ase. Tento jev lze interpretovat jako m nící se strukturu krátkodobých kore-
lací, tedy krátké pam ti, a  u�ž ve výnosech samotných, i volatilit . Podobný vývoj se 
v�šak vytrácí pro kon den ní intervaly pro Hurst v exponent zalo�žený na 1024 pozo-
rováních. Takový výsledek je v�šak v souladu s o ekáváními, kdy se m nící krátkodobé 
korelace pro del�ší období vyru�ší a nejsou pak globální.

Celkov  se tak R/S metoda zdá efektivn j�ší pro testování hypotézy o nep ítom-
nosti dlouhé pam ti ve  nan ních asových adách, jeliko�ž kon den ní intervaly pro 
R/S jsou �široké pouze 20 % a 15 % z celkového oboru hodnot Hurstova exponentu pro 
512 a 1024 pozorování v daném po adí.
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Obrázek 7 
asov  závislý Hurst v exponent (R/S, 512 pozorování)

Zam me se nyní na vývoj samotného Hurstova exponentu pro R/S. Pro H zalo-
�žené na 512 pozorováních jsou výsledky velmi podobné t m, které jsou zalo�ženy 
na peridogramu �– výnosy indexu PX byly mezi dubnem 2000 a dubnem 2002 signi-
 kantn  persistentní, a tedy lépe predikovatelné. Po tomto období nem �žeme na 5% 
hladin  významnosti, a�ž na n kolik krátkých období, zamítnout hypotézu o nep ítomn-
sti dlouhé pam ti v procesu výnos . Hodnoty Hurstova exponentu v�šak op t z stá-
vají velice blízko hornímu kon den nímu intervalu po tém  celé sledované období. 
Pro odhady Hurstova exponentu s 1024 pozorováními dostáváme áste n  odli�šné 
výsledky �– výnosy indexu PX byly predikovatelné a�ž do roku 2003, av�šak samotná 
persistence je nalezena ji�ž d íve.

Je v�šak nutné si uv domit, �že Hurst v exponent nepopisuje dynamiku pouze pro 
jedno dané období, ale pro celý úsek, na n m�ž je odhadován. Pro H, které je zalo�ženo 
na 512 pozorováních, musíme tedy p ipo ítat navíc dva obchodní roky a pro 1024 
dokonce ty i. Tím se dostáváme do relativn  konzistentního výsledku, �že index byl 
mezi roky 1998 a 2003 signi kantn  persistentní se zeslabující tendencí a po tomto 
období nem �žeme zamítnout hypotézu o nep ítomnosti dlouhé pam ti ve zkoumaném 
procesu. Na základ  tohoto speci ckého testu m �žeme tvrdit, �že index PX se v ase 
stával mén  predikovatelným, více náhodným, a tedy i efektivn j�ším. Takový výsle-
dek souhlasí s o ekáváním, tedy �že index byl zpo átku p edvídatelný, ale p i nár stu 
zájmu o obchodování a nár stu obchodník  se tyto p íle�žitosti zeslabovaly. Nicmén  
nesmíme opomenout fakt, �že pro ob  metody i ob  pou�žité délky asové ady pro 
odhad Hurstova exponentu i po roce 2003 z stává exponent velmi blízko hornímu 
kon den nímu intervalu, který odd luje persistentní od nepersistentního procesu.  
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Obrázek 8 
asov  závislý Hurst v exponent (R/S, 1024 pozorování)

Pokud navíc srovnáme dv  pou�žité metody pouze z hlediska jejich efektivity, 
jasným vít zem je metoda p e�škálovaných rozsah , jeliko�ž její kon den ní intervaly 
jsou výrazn  u�ž�ší ve srovnání s periodogramovou metodou. Navíc jsou tyto inter-
valy i výrazn  u�ž�ší ne�ž intervaly, které byly prezentovány v r zných studiích zalo-
�žených na Monte Carlo simulacích (nap . Weron, 2002; Couillard, Davison, 2005; 
a Kri�štoufek, 2009). Tento výsledek zna í, �že je metoda citliv j�ší na samotná data ne�ž 
na krátkodobé závislosti i heteroskedasticitu. Toté�ž nelze tvrdit o periodogramové 
metod . Celkov  ov�šem pro periodogramovou metodu konstatujeme, �že její pou�ži-
telnost pro daný typ dat je omezený, jeliko�ž pro zamítnutí hypotézy o nep ítomnosti 
procesu s dlouhou pam tí je pot eba extrémních hodnot odhadu Hurstova exponentu.

Záv r

V lánku jsme se zam ili na detekci procesu s dlouhou pam tí ve výnosech burzov-
ního indexu PX mezi roky 1997 a 2009. Ukázali jsme, �že index pro�šel vývojem 
z persistentního procesu do procesu, kde dlouhá pam  nebyla statisticky ukázána. 
Nicmén  nep ítomnost dlouhé pam ti ve výnosech je relativn  k ehká, jeliko�ž se 
hodnoty Hurstova exponentu dr�ží velmi blízko kon den ního intervalu, který zna í 
signi kantn  persistentní proces. Jeliko�ž jsme pou�žili metodu promíchávání s pohyb-
livými bloky, jsou výsledky robustní v í krátké pam ti, heteroskedasticit , trendo-
vání a r zným rozd lením. Zkonstruované kon den ní intervaly navíc napov d ly, �že 
ve vývoji chování výnos  hrály d le�žitou roli i procesy s krátkou pam tí. Výsledky 
jsou v rozporu s v t�šinou z ostatních lánk , které testují dlouhou pam  v indexu PX 
a tvrdí, �že index je signi kantn  persistentní dlouhodob , a to i v sou asných letech. 
Tyto lánky v�šak neberou v úvahu mo�žné vychýlení krátkou pam tí a ostatními statis-
tickými charakteristikami ve zkoumané ad . 
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LONG-TERM MEMORY AND ITS EVOLUTION IN RETURNS OF STOCK 
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Abstract
Long-term memory processes have been extensively examined in recent literature as they provide 
simple way to test for predictabilty in the underlying process. However, most of the literature inter-
prets the results of estimated Hurst exponent simply by its comparison to its asymptotic limit of 0.5. 
Therefore, we use moving block bootstrap method for rescaled range and periodogram method. In 
our analysis of evolution of Hurst exponent between 1997 and 2009, we show that PX experien-
ced persistent behavior which weakened in time. Nevertheless, the returns of PX remain close to 
con dence interval separating independent and persistent behavior.
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